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RESUMO

O momento de inércia é um parimetro de extrema relevincia para objetos em
rolamento e, por muita das vezes, negligenciado no ensino médio. Para o estudo da
conservacio da energia mecanica, a energia cinética rotacional também deve ser
considerada. Apresentamos uma montagem experimental de um plano inclinado no
qual esferas de diferentes raios e massas rolam sem deslizar, tendo seu movimento
gravado por uma camera de celular. A medida da posicio e velocidade em fung¢io do
tempo € realizada com uso do Traker, um sofiware de anilise de video, que possibilita
ao discente identificar graficamente as fun¢des horarias da posi¢io e da velocidade ao
longo da descida a partir do repouso. Os resultados apresentam uma boa correlagio
entre a andlise tedrica e o experimento. A conservacio da energia ¢ obtida
considerando a energia cinética de rotagao, usualmente nio considerada.

PALAVRAS-CHAVE: Momento de inércia; 7racker; Plano inclinado; Ensino de fisica

ABSTRACT

The moment of inertia 1s an extremely relevant parameter for rolling objects, albeit one
that is often neglected in secondary education classrooms. In order to study the
conservation of mechanical energy, one must also take rotational kinetic energy mto
consideration. This study presents an experimental setup of an inclined plane on which
spheres of different radii and masses roll without slipping, while having their movement
recorded by a cellular phone camera. The measurement of position and velocity as a
function of time is performed using 7racker, a video analysis software that allows
students to graphically identify the hourly functions of position and velocity along the
descent from rest. Our results suggest a sound correlation between the theoretical
analysis and the experiment. The conservation of energy 1s obtained considering the
kinetic energy of rotation, which is not usually taken into account.
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INTRODUCAO

O rolamento em um Plano Inclinado (PI) é muitas vezes negligenciado nos cursos
regulares de Fisica, talvez devido a sua complexidade em rela¢io ao deslizamento. No cotidiano,
o PI estd presente em diversos tipos de rampas ao nosso redor, que por ser comum, sua presenca
passa despercebida, bem como o seu entendimento, mesmo nao havendo duvida de sua
importancia, por exemplo, na reducio de esforco na subida de um cadeirante em uma rampa de
acessibilidade. Tal experimento apresenta-se como uma ferramenta para o estudo da mecanica
e ¢ considerado o primeiro experimento moderno, atribuido a Galileu, destacando que nao ha
provas que ele tenha construido a versao elaborada do experimento (CREASE, 2006), apesar de
ser presente em seus dialogos, principalmente em sua luta contra o pensamento aristotélico
(GALILEIL 2011).

A videoanilise ¢ um processo no qual pode-se realizar uma coleta de dados da posicao
de um objeto em func¢io do tempo a partir de um video. Este método tem sido usado em
experimentos de diversas dreas da Fisica, havendo uma clara vocacio com a mecanica
(KESSLER, 2009; SANTOS, 2016; BEZERRA JR. et al, 2012; TOBAJA; Gil, 2023), no
entanto, contempla também oscilacoes (ANDRADE-NETO; LEYVA-CRUZ, 201)5),
ondulatoria (CAVALCANTLE; PECANHA; TEIXEIRA, 2013) e termodinamica (FIGUEIRA,
2011; BROWN, 2009). Cada quadro ou frame do video ¢ um ponto de coleta de dados, posi¢iao
e tempo, por exemplo. Um simples video gravado em um celular apresenta 60 quadros por
segundo, ou seja, coleta-se 60 pontos a cada segundo, fato completamente inviavel para sensores
tipicos. Além de apresentar uma montagem de baixo custo e sem equipamentos eletronicos como
sensores  LDR, que requerem conhecimento técnico mais apurado na montagem do
experimento.

A camera, além disso, pode ser usada em termografia infravermelho para identificar o
espectro de radiacao de imagens, distinguindo condutividades térmicas e condutividades de calor
de diferentes materiais na imagem (VOLLMER et al., 2001). Assim, com a popularizacio das
cameras, principalmente em celulares, estas apresentam-se como candidatas acessivels para uso
em experimentos didaticos.

Apresentamos uma sugestao de montagem de um plano inclinado com angulo variavel,
em que cada descida das esferas em rolamento serda filmada com um celular para posterior
andlise, com o uso do sofiware Tracker, com o qual é possivel identificar a posi¢io (x) e a
velocidade (v) do centro de massa em funcao do tempo (t). Os dados coletados sio organizados
em uma tabela que pode ser utilizada em outros programas graficos. Inicialmente, trataremos da
funcao temporal da posicao da descida de cinco esferas de materiais e massas destintas, a partir
do repouso, destacando a aceleracio. O momento de inércia (I) do centro de massa é
considerado devido ao rolamento, para que o valor esperado da aceleracao coincida com o valor
experimental. As diferencas das dimensoes, materiais e, consequentemente, as massas das esferas
podem produzir nos discentes a duvida sobre qual rolaria com maior aceleracao ao longo da
descida, e a surpresa pode aparecer quando descobrirem que todas se comportam da mesma
maneira ao rolar no PI com mesma inclinacio.

A montagem e andlise dos dados obtidos permitem identificar todas as energias
envolvidas, translacional e rotacional, para o estudo da conservaciao da energia mecanica ao longo
da descida. A conservacao da energia ao longo do PI é apresentada na literatura, mas quase
sempre para o deslizamento, ou seja, grandezas como o momento de inércia e a energia cinética
de rotacio sao negligenciadas (COBAN; COBAN; COBAN, 2023) e dada énfase a parametros
como o coeficiente de atrito para o deslizamento (GONZALEZ-LAPREA; SANTIAGO, 2021)
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ou para o atrito de rolamento (ANDRADE-NETO; LEYVA-CRUZ, 2015). Neste trabalho, 1sso
nao acontece, ¢ o estudo da energia mecanica se da de forma mais precisa e direta sem a
necessidade de medir o alcance ou o limiar de inicio do rolamento, por exemplo (GOYA;
LUBURU; CAMARGO FILHO, 2014). Portanto, conseguimos medir experimentalmente a
variacao de cada energia, bem como a conservacio da energia mecanica ao longo de cada descida,
dentro dos limites experimentais.

ROLAMENTO DE ESFERAS EM UM PI

A construcao do plano inclinado for feita com duas tidbuas de madeira presas por uma
dobradica simples de modo a controlar o angulo 6. A descida é gravada com um celular

conforme mostra a Figura 1. A Figura 1 ainda apresenta a forca de atrito (F ), for¢a gravitacional
(Fg) e afor¢a normal (N).
O rolamento em torno do diametro da esfera acontece devido ao torque externo da forca

de atrito Fa da superficie do PI. Este torque de rotacao pode ser apresentado como:
— &
F,R =1 B (1)

Onde a, ¢ a aceleracao ao longo de x, R o raio ¢ I o momento de inércia da esfera, dado
2 . )
por: I = EmR2 (Nussenzveig, 2002). A segunda lel de Newton para a esfera de massa m ao

longo do eixo x é dada por:
msenf§ + F, = md, 2

Sendo m a massa da esfera, g é a aceleracio da gravidade, dada por 9,81 m/s%. Associando
as equacoes (1) e (2) temos que o valor escalar de d,, sera:

-

d, = %senH g (8)

A aceleracao apresentara o fator 5/7 devido a rotacao da esfera, diferente do objeto que
desliza em um plano inclinado sem atrito. Desse modo, a posicao x em funcao do tempo t sera
dada por:

x = %axt2 (4)

Devido a rigidez dos materiais nos quais a esfera é constituida e do material da rampa,
nao consideramos o atrito de rolamento (Andrade-Neto; Leyva-Cruz, 2015). O comportamento
temporal da Equacao (4) é muitas vezes apresentado em livros e textos de Fisica Basica na forma
de problemas nos quais é perguntado qual objeto em rolamento chegara primeiro no final da
rampa (SERWAY; JEWETT JR., 2004; SEARS et al., 2009). Isso ilustra a tendéncia aristotélica
de associar maior velocidades a objetos mais massivos. Este problema, aparentemente simples,
pode se apresentar como recurso diditico interessante, pois mostra que os objetos chegam ao
mesmo tempo.
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Figura 1: Montagem e filmagem das esferas em rolamento no plano inchinado. Sao
apresentadas as forcas atuantes e a presenca do celular para a gravacao do movimento

o

( Dobradica

Suporte de Celular —>

Fonte: Elaboracio prépria.

Para a conservacao da energia mecanica, consideramos a energia potencial gravitacional
(Uy), cinética translacional (K;) e energia cinética rotacional (K;) e, consequentemente, a energia

mecanica (E,,;) dada pela soma das trés energias anteriores, sendo constante ao longo da descida
da esfera.

SOFTWARE DE VIDEOANALISE: Tracker

A ferramenta de videoandlise que sera utilizada é o software Tracker, que se apresenta
como excelente ferramenta, além de ser uma modelagem gratuita e desenvolvida para ser usada
no ensino de Fisica (CARVALHO; CHRISTIAN; BELLONI, 2013). Seu uso possibilita o
estudo do movimento de um objeto determinando a curva de seu movimento, através do
rastreamento de sua posicao em funcao do tempo ao longo de um video, previamente gravado.
Porém, como o video nio possui informacoes de tamanho e escala dos objetos, é necessario
aplicar essas consideracoes sobre ele, utilizando as préoprias ferramentas disponibilizadas pelo
Tracker (TRACKER, 2023). Portanto, o Tracker permite realizar experimentos junto aos
discentes, principalmente em escolas publicas que nio tenham espacos de laboratérios de Fisica,
e, assim, obter resultados ricos para as discussoes dos conceitos fisicos estudados (BONVENTI

JR.; ARANHA, 2015).
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Figura 2: Tela do software Tracker mostrando uma andlise realizada. A esquerda, o video com
os pontos obtidos e a barra de calibragao. A direita, o grafico parabolico da posicio xem
funcao do tempo e abaixo a tabela com os dados capturados.
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Fonte: Flaboracio propria.

A Figura 2 apresenta a tela do Tracker e mostra o video analisado, ja com os pontos
selecionados, neste caso 50 pontos, um ponto a cada quadro do video. A direita superior a
posicio em funcao do tempo e na direita inferior a tabela dos pontos com o tempo em segundos,
com a posicio dada em metros, a velocidade em m/s e energia cinética translacional em joule.
As energias potencial gravitacional (Uy), cinética rotacional (K;) e energia mecanica (E;,) nao sao
fornecidas diretamente no 7racker e este nao proporciona seu calculo indireto, assim, teremos
que usar outro programa de planilha e grificos para a obtencio das energias com os dados
obtidos. Sendo a energia potencial calculada:

Uy, = mg(x — xp,)senb )

X € a posicao € Xy, ¢ a dltima posicio capturada, cujo Ug (xp,) € nulo. A energia cinética
rotacional para a velocidade do centro de massa v, calculada em cada ponto é dada por:

K, = %mv2 (©)

Importante ressaltar que a energla cinética translacional ja apresentada no 7rackeré dada
por:

K, = %mv2 (7)
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De posse das energias individuais, a energia mecanica sera seu somatorio e em qualquer
mstante do tempo ¢ constante devido a conservacio da energia. Desse modo, o Tracker
apresenta para cada mstante de tempo a posicao, a velocidade e a energia cinética translacional.
Com as equacoes (5) e (6), teremos as energlas potenciais gravitacionais e cinéticas rotacionais e,
consequentemente, a energla mecanica. Sendo possivel, assim, apresentar graficamente para cada
rolamento no PI estas energias em um mesmo grafico.

RESULTADOS

Para o estudo de rolamento das esferas em um plano inclinado usamos cinco esferas
diferentes, uma bola de bilhar, duas esferas de aco e duas de vidro. A Figura 3 mostra as cinco
esferas, com suas massas e diametros, utilizadas no plano inchinado. Os diametros das esferas B
e C sao iguais, bem como, das esferas D e E. A esfera A é uma bola de bilhar, tem o maior
diametro, e a esfera B a maior massa. As esferas B e D sio de aco e C e E sao de vidro.

Figura 3: Esferas utilizadas no experimento, com suas respectivas massas, em gramas, ¢ diametros, em
milimetros.

Fonte: Elaborac¢io propria.

Inicialmente, cada esfera for liberada individualmente a partir do repouso para angulos
de inclinacao 15° 30° e 45°, tendo seu movimento gravado por uma camera de celular e, em
seguida, analisado pelo Tracker. A Figura 4 apresenta a posicao em funcio do tempo para todas
as esferas A, B, C, D e E. Identifica-se que para o mesmo angulo, 8, as curvas sao idénticas,
portanto, caso estivessem no mesmo grafico, as curvas seriam sobrepostas. Os valores da
aceleracao experimental apresentam uma otima correlacio com o valor esperado, dado pelas
equacoes (3) e (4), com erro inferior a 2,09 para 15° e inferior a 8,09 para o angulo de 45°. Isso
ocorre pois, para angulos maiores, ha uma imprecisio na posicio da esfera para cada quadro do
video, ou seja, esta se apresenta borrada na imagem. Temos, ainda, uma reduciao no nimero de
pontos capturados devido ao menor tempo de descida facilmente 1dentificado nos graficos da
Figura 4. Os resultados apresentados mostram a importincia do momento de mércia de
rolamento, bem como, o uso do 7rackerno seu estudo.
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Figura 4: Posicao em funcao do tempo para todas as esferas utilizadas e angulos de 15°, 30° e
45° para o plano inclinado
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Fonte: Elaboracao propria.

Para o estudo das energias envolvidas no rolamento das esferas, usamos o PI com
inclinacio de 30° para todas as esferas. As energias, Uy, K; e K¢, equagoes ), ) e (7)
respectivamente, apresentam dependéncia direta da massa. A Figura 5 mostra estas energias para
as esferas A e B, que apesar dos raios serem bem diferentes, as energias exibem a mesma escala,
além disso, como a massa de B é maior, ela apresenta maior energia mecanica. Identificando,
portanto, que nio ha dependéncia entre os diametros para as energias.

Figura 5: Energia potencial, cinética translacional, cinética rotacional e energia mecinica para
rolamento das esferas A e B para inclinacao de 30°
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Fonte: Elaboracio propria.

Do mesmo modo, a Figura 6 para as esferas C e D. Neste caso, C tem maior raio e massa
de vidro, ja a esfera D é de aco e menor diametro. A diversidade de esferas é usada para que na
execucao do experimento possa-se questionar quais grandezas realmente sao importantes, para
o caso da Figura 4 e para o estudo energético. Por ultimo, temos a Figura 7 com a esfera E, de
vidro, de menor massa, menos de um décimo das esferas A e B, apresentando a menor energia
de todas.
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Figura 6: Energia potencial, cinética translacional, cinética rotacional e energia mecanica para
rolamento das esferas C e D para inclinacao de 30°
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Fonte: Flaboragio propria.

As Figuras (5), (6) e (7) possibilitam a observacio clara da transformac¢iao da energia
potencial gravitacional nas duas energlas cinéticas, translacional e rotacional, dependentes da
velocidade. Bem como, o fato de a soma das trés energias em qualquer instante ser constante,
1dentificando graficamente a conservacio da energia mecanica. No caso energético, a massa, €
nao o tamanho da esfera, sera o fator determinante.

Figura 7: Energia potencial, cinética translacional, cinética rotacional e energia mecanica para
rolamento da esfera E para inclinacao de 30°
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Fonte: Flaboragio propria.

Para o ensino de Fisica, as diferencas geométricas, de materiais e suas massas podem se
apresentar como um questionamento inicial considerando a posicao em funcao do tempo para
o estudo da conservacao da energia. O Tracker se apresenta como uma ferramenta que ajuda a
responder que a posi¢ao em funcio do tempo independe desses fatores, ja a energia ¢ func¢ao
somente da massa, para um mesmo angulo de PI, como pode ser observado nas Figuras (4) - (7).
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Alguns livros e textos de Fisica apresentam uma espécie de corrida com diferentes objetos
em rolamento soltos do topo de um PI a partir do repouso (Serway; Jewett Jr., 2004; Sears et al.,
2009). Com os materiais aqui apresentados, sugerimos um experimento qualitativo, corrida de
esferas. Inicialmente, o docente apresenta um plano inclinado com algumas esferas, de massas e
raios diferentes (Figura 8). As esferas podem ser soltas simultaneamente apds a retirada do
anteparo que as sustentam. Antes da execucao do experimento, pode-se questionar os discentes
sobre qual esfera chegara primeiro ao final da rampa.

Figura 8: Experimento no qual as esferas sao liberadas a partir do repouso no mesmo instante
——r

Fonte: Elaboracio propria.

Ao soltar todas as esferas, conforme sugerido, estas se comportarao igualmente,
imndependente da massa e do raio, e, portanto, se o experimento for bem realizado, as esferas
chegarao todas ao mesmo tempo, comprovando qualitativamente os resultados da Figura 4. Este
poderia ser um experimento mtrodutorio da aula ou questionamento icial, conduzindo os
discentes a um momento ludico e de ruptura com o pensamento aristotélico.

CONSIDERACOES FINAIS

A construcao e andlise do rolamento de esferas em um PI se apresenta como uma
oportunidade de ultrapassar o limite da translacao e apresentar aos alunos grandezas fisicas
referentes a rotacoes, como o momento de mércia e energia cinética rotacional. Este trabalho
propos a construcao e utilizacio de um PI para estudo de rolamento de esferas a partir do
repouso e a obten¢ao de dados com o sofiware Tracker. O aparato, juntamente com a analise,
proporcionou uma boa relacio entre o que se espera analiticamente e o experimento tanto para
posi¢ao quanto para a energia ao longo da descida. T'al montagem dispensa o tecnicismo do uso
de sensores, além de apresentar um excelente nimero de medidas. Outro fator importante ¢ o
uso do celular para obtencio dos dados. E notorio o fato dos discentes possuirem smartphones
com uma boa qualidade na filmagem, permitindo acesso a esse recurso didatico que pode facilitar
o aprendizado dos fendmenos fisicos.
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O uso de diferentes esferas, sabendo de antemao que se comportam temporalmente da
mesma maneira para o caso da posicao, pode servir como uma ferramenta lidica, partindo de
uma pergunta chave: Qual esfera chegarda primeiro ao final do plano inclinado? A partir deste
momento 1nicial, desenvolver o estudo e buscar o entendimento por parte dos discentes.

Os testes realizados em angulos de 15°, 30° e 45° do plano inclinado foram satisfatorios
para o deslocamento temporal das esferas a partir do repouso, apresentando uma boa correlacao
com as previsoes teoricas. As andlises das energlas envolvidas foram feitas somente para 30° e,
do mesmo modo, apresentaram bons resultados, sendo graficamente interessante para se
apresentar a conservacao da energia mecanica para cada descida da esfera. Tudo 1sso caracteriza
o software Tracker como uma excelente ferramenta para o ensino de Fisica neste tipo de
experimento.
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